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Resumen
El sistema constituido por un fermión masivo relativista sometido a la acción de un potencial lineal se conoce como oscilador
de Dirac. Diferentes aspectos de este sistema en una, dos y tres dimensiones han sido estudiados ampliamente en la literatura,
pero sin embargo hasta el momento no se ha considerado el oscilador de Dirac como un sistema libre y no se ha realizado
su cuantización. En este trabajo implementamos la cuantización canónica del campo del oscilador de Dirac unidimensional,
siguiendo el procedimiento usual empleado para campos libres. Obtenemos el operador Hamiltoniano del sistema, el cual
podemos escribir en términos de los operadores creación y destrucción de partı́cula y antipartı́cula, los cuales satisfacen
las tradicionales relaciones de anticonmutación. A partir de estos resultados, obtenemos el propagador de Feynman para el
campo del oscilador de Dirac. Finalmente estudiamos las diferencias existentes entre el campo del oscilador de Dirac y el
campo de Dirac libre.

Palabras Clave: Soluciones de ecuaciones de onda: estados ligados; Formalismo canónico, lagrangianos y principios varia-
cionales; Cuantización canónica; Teorı́a de Campos.

Abstract
The system constituted by a relativistic massive fermion under the action of a linear potential is known as Dirac Oscillator.
This system for one, two and three dimensions has been widely studied in literature, however its quantization as a free
system has not been performed until now. The main object of this paper is to implement the canonical quantization for
the one-dimensional Dirac oscillator field, considering it as a free field. First we obtain a Hamiltonian operator for this
system in terms of particle creation and annihilation operators. These operators satisfy traditional canonical anticonmutation
relations. Then we obtain the Feynman propagator for the Dirac oscillator field. Finally, we study the differences among
Dirac oscillator and free Dirac fields.
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Canonical quantization; Field theory.
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1. Introducción

Los estados cuánticos de un fermión masivo relativista
están descritos por funciones de onda de cuatro compo-
nentes denominadas espinores de Dirac. Estas funciones

de onda, soluciones de la ecuación de Dirac, describen
fermiones de energı́a positiva (partı́culas) y fermiones de en-
ergı́a negativa (antipartı́culas). Para el caso en que el fermión
posea carga eléctrica, su interacción electromagnética puede
incluirse mediante el cuadripotencial electromagnético Aµ,
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Y. F. PérezC. J. Quimbay: Cuantización Canónica del Campo del Oscilador de Dirac

que se introduce en la ecuación de Dirac mediante la denom-
inada substitución minima modificando el cuadrimomento
como pµ → pµ − qAµ. De una forma análoga, mediante
la sustitución del momentum ~p → ~p − imωβ~r, siendo m
la masa del fermión, ω la frecuencia del oscilador y ~r la
posición, es posible considerar en la ecuación de Dirac el
efecto de un potencial armónico actuando sobre un fermión
relativista. La diferencia de este sistema con respecto a la
situación electromagnética es que en este caso no existe una
sustición mı́nima, sino que el potencial cuadrático actuando
sobre el fermión se ha escrito de una forma linealizada.

El sistema con el potencial armónico linealizado fue es-
tudiado inicialmente por Itô et al. [1] y Cook [2], y pos-
teriormente fue bautizado como oscilador de Dirac por M.
Moshinski y A. Szczepaniak [3], puesto que en el lı́mite
no relativista se comporta como un oscilador armónico con
un término de acoplamiento fuerte de espı́n-orbita. Como
un problema mecánico cuántico relativista, el oscilador de
Dirac ha sido estudiado desde diferentes puntos de vista y
diversos aspectos de este sistema han sido considerados en
la literatura para los casos de dimensiones (1+1), (2+1) y
(3+1) [4]-[18]. Entre otros aspectos se han estudiado sus
propiedades de covariancia [4], su espectro completo de
energı́a y sus correspondientes funciones de onda [5], las
simetrı́as de su álgebra de Lie [6], la ausencia de la parado-
ja de Klein en este sistema [8], sus propiedades de invari-
ancia conforme [9], la completez de sus funciones de onda
[11], sus funciones de Green de dos puntos [12], su solución
exacta en la representación de momentum [13], su álgebra
deformada covariante de Lorentz en el caso de dimensión
(1+1) [14], la obtención de su propagador usando la inte-
gral de camino de Feynman para el caso de dimensión (1+1)
[15], una nueva representación usando el álgebra de Clif-
ford [16], su dinámica en presencia de campos externos [17]
y los efectos de un campo magnético externo en el caso de
dimensión (2+1) [18].

Dentro de las posibles aplicaciones, el oscilador de Dirac
se ha usado para calcular el espectro de mesones y bari-
ones (ver por ejemplo [19]-[20] y referencias allı́), se ha dis-
cutido su conección para el caso de dimensión (2+1) con
fenómenos en fı́sica de la materia condensada tales como el
efecto Hall cuántico y la estadı́stica fraccional [21]-[22], y
se han establecido sus implicaciones en modelos del plas-
ma de quarks y gluones [23]. Un hecho para destacar es
que hasta el momento en la literatura no se encuentra un
tratamiento canónico desde el punto de vista de la Teorı́a de
Campos Cuánticos para el oscilador de Dirac. Precisamente,
aprovechando el hecho de que este sistema es especial en el
sentido en que no presenta la paradoja de Klein [8], lo cual
implica que es posible diferenciar los estados con energı́as
positivas y negativas en un proceso de segunda cuantización
[24], es lo que nos lleva a proponer como principal objetivo

de esta trabajo implementar la cuantización canónica del os-
cilador de Dirac para el caso de dimensión (1+1). Para esto
consideramos al oscilador de Dirac como un sistema libre
y procedemos a cuantizar canónicamente al campo del os-
cilador de Dirac siguiendo el procedimiento tradicional de
cuantización canónica de la Teorı́a de Campos Cuánticos.
Teniendo en cuenta que los operadores creación y destruc-
ción de partı́cula y antipartı́cula satisfacen las tradicionales
relaciones de anticonmutación canónicas, es posible obtener
el operador Hamiltoniano del sistema de una forma conve-
niente. A partir de este resultado, obtenemos el propagador
de Feynman para el campo del oscilador de Dirac. Final-
mente estudiamos las diferencias existentes entre el campo
del oscilador de Dirac y el campo de Dirac libre.

El contenido de este artı́culo se presenta de la siguiente
manera. En la segunda sección se estudia la manera estándar
de introducir la interacción tipo oscilador en la ecuación
de Dirac, se calcula el espectro de energı́as de este sis-
tema, se obtienen las funciones de onda en el espacio de
coordenadas normalizadas y se escribe la ecuación del os-
cilador de Dirac en forma explı́citamente covariante, ha-
ciendo una analogı́a con un sistema fı́sico particular. En la
tercera sección se estudia la cuantización canónica del os-
cilador de Dirac unidimensional, derivando inicialmente las
ecuaciones de movimiento del campo del oscilador de Dirac
a partir de la densidad lagrangiana, luego se realiza la cuanti-
zación del campo del oscilador de Dirac mediante la imposi-
ción de las relaciones de anticonmutación de Jordan-Wigner
de los campos fermiónicos y posteriormente mediante la ex-
pansión en series de Fourier se encuentran los operadores de
creación y destrucción en términos de los cuales se escribe
el operador Hamiltoniano del sistema. En la cuarta sección
se obtiene el propagador de Feynman para este sistema, tan-
to en el espacio de coordenadas como en el espacio de mo-
mentos y se estudian algunas de las diferencias con el propa-
gador del campo de Dirac libre. Finalmente se presentan las
conclusiones y agradecimientos de este trabajo.

2. Oscilador de Dirac unidimensional

Uno de los ejemplos más conocidos e importantes de la
Mecánica Cuántica no relativista es el oscilador armónico,
debido a que es un sistema simple y particularmente útil
para distintos modelos y aplicaciones. Su simplicidad radica
en que su operador Hamiltoniano es cuadrático tanto en los
momentos como en las coordenadas. Para buscar un sistema
análogo en Mecánica Cuántica relativista, que implique la
acción de potencial armónico sobre un fermión, es necesario
tener en cuenta que la ecuación de Dirac corresponde a la
linealización de la ecuación de Schrödinger relativista, por
lo que el potencial armónico debe introducirse como su raı́z
cuadrada, es decir como un potencial lineal. A tal sistema se
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le conoce como oscilador de Dirac [3]-[23].

Para introducir la interacción de oscilador sobre un fer-
mión relativista de masa m, moviéndose en la dirección del
eje z, se lleva a cabo en la ecuación de Dirac la siguiente
sustitución no-mı́nima del operador momentum [3, 5, 10]:

p̂z → p̂z − imωγ0ẑ, (1)

siendo ω la frecuencia asociada al oscilador. La ecuación de
Dirac para esta interacción toma la forma (~ = c = 1):

i
∂

∂t
|ψ〉 = (α3 · (p̂z − imωβẑ) + βm) |ψ〉. (2)

A continuación se soluciona la ecuación (2),
obteniéndose el espectro de energı́a y las funciones de on-
da. Como se muestra más adelante, las funciones de onda
obtenidas se usarán en el procedimiento de cuantización
canónica del sistema. Puesto que la interacción no mezcla
energı́as negativas y positivas, se puede reescribir el espinor
de cuatro componentes en (2) como

|ψ〉 =

(
|φ〉
|χ〉

)
, (3)

donde |φ〉 y |χ〉 son espinores de dos componentes, que rep-
resentan las soluciones de energı́a positiva y negativa, re-
spectivamente. Utilizando la representación estándar de las
matrices de Dirac, la Ecuación (2) no dependiente del tiem-
po toma la forma(

m σ3 · (p̂z + imωẑ)
σ3 · (p̂z − imωẑ) −m

)(
|φ〉
|χ〉

)
= E

(
|φ〉
|χ〉,

)
(4)

la cual conduce a la siguientes ecuaciones acopladas

(E −m)|φ〉 = σ3 · (p̂z + imωẑ) |χ〉, (5a)
(E +m)|χ〉 = σ3 · (p̂z − imωẑ) |φ〉. (5b)

Substituyendo (5a) en (5b), y viceversa, obtenemos que(
p̂2z + (mω)2ẑ2

)
|ψ〉 =

(
(E2 −m2)I +mωβ

)
|ψ〉, (6)

donde se ha tenido en cuenta las relaciones de conmutación
entre los operadores p̂z y ẑ, siendo I la matriz identidad 4×4
y β la matriz de Dirac γ0. La anterior ecuación, mediante la
siguiente reparametrización [5]

ζ̂ = (mω)
1
2 ẑ, (7a)

p̂ζ = (mω)−
1
2 p̂z, (7b)

se puede reescribir como(
p̂2ζ + ζ̂2

)
|ψ〉 = η±|ψ〉, (8)

donde

η± =
E2 −m2

mω
± 1. (9)

Es de notarse que las ecuaciones que se obtienen para
los estados de energı́a positiva |φ〉 y negativa |χ〉 tienen la
forma de la de un oscilador armónico, por lo que es posi-
ble introducir los operadores escalera ascendente (creación)
y descendente (destrucción) dados, respectivamente, por

â† =
1√
2

(
ζ̂ − ip̂ζ

)
, â =

1√
2

(
ζ̂ + ip̂ζ

)
, (10)

con el fin de encontrar los valores propios del sistema. De
esta forma, usando estos operadores, las ecuaciones (5a) y
(5b) toman la forma

|φ〉 = i

√
2mω

E −m
σ3â
†|χ〉, (11a)

|χ〉 = −i
√

2mω

E +m
σ3â|φ〉. (11b)

De nuevo, substituyendo (11a) en (11b) y viceversa, se
obtiene que los estados de energı́a positiva satisfacen

|φ〉 =
2mω

E2
n −m2

N̂ |φ〉, (12)

mientras que los de energı́a negativa satifacen

|χ〉 =
2mω

E2
n′+1 −m2

(N̂ + 1)|χ〉, (13)

siendo N̂ = â†â el operador de número de ocupación de los
estados. A partir de estas dos últimas expresiones es posi-
ble deducir el espectro de energı́a, si se tiene en cuenta que
el operador número determina el valor del nivel de energı́a
donde se encuentra la partı́cula o la antipartı́cula, es decir:

De (11a), el espectro de energı́a para los fermiones es:

E2
n = 2nmω +m2. (14)

De (11b), el espectro de energı́a para los an-
tifermiones es:

E2
n′+1 = 2(n′ + 1)mω +m2. (15)

Debido a que estamos considerando un mismo sistema
fı́sico es necesario imponer la siguiente restricción sobre los
números cuánticos que caracterizan los dos anteriores es-
pectros, es decir

n′ = n− 1, con n 6= 0, (16)

por lo que el espectro total puede escribirse de una forma
compacta como [11]:

En = ±
(
2 |n|mω +m2

) 1
2 , con n ∈ Z. (17)
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El signo superior se escoje para los valores n ≥ 0, mien-
tras que el inferior para n < 0 [11], por lo tanto E−n =
−En (para n 6= 0), es decir los números cuánticos negativos
corresponden a los estados de energı́a negativa. Se observa
que el estado de menor energı́a positiva corresponde al es-
tado con n = 0, cuyo valor de energı́a es m, mientras que
el estado con mayor energı́a negativa corresponde al estado

con n = −1, cuyo valor de energı́a es −
(
2mω +m2

) 1
2 . Se

observa que si ω � m, entonces la diferencia de energı́a en-
tre los estados φ0 y χ−1 es ∆E = 2m+ω. Si ω = 0, es decir
el potencial armónico se anula en (2), entonces ∆E = 2m,
con lo que se recupera el resultado bien conocido descrito
por la ecuación de Dirac para el caso libre.

Teniendo en cuenta lo anterior, los estados del sistema
se escriben como

|ψn〉 =

(
|φn〉
|χn〉

)
, (18)

donde el signo del número cuántico, n ∈ Z, está directa-
mente asociado a los estados de energı́a positiva o negativa.
A partir de (11b) es posible escribir los estados de energı́a
negativa en terminos de los estados de energı́a positiva, con
lo cual

|ψn〉 =

(
|φn〉

−i
√
2mω
E+m σ3â|φn〉

)
. (19)

Aplicando el operador N sobre un estado del sistema |ψn〉,
se obtiene que

N̂ |ψn〉 =

(
|n| |φn〉

(|n| − 1)|χn〉

)
, (20)

donde se ha tenido en cuenta tanto la relación (11b), ası́ co-
mo las propiedades de los operadores creación y destruc-
ción, y adicionalmente se ha supuesto que el estado |φn〉
tiene un número de ocupación |n|. Por lo anterior, el espinor
inferior |χn〉 tiene asociado el número de ocupación |n|−1.
Con lo anterior es posible escribir los estados |φn〉 y |χn〉
como

|φn〉 = |n〉ξ1n, (21a)

|χn〉 = |n− 1〉ξ2n, (21b)

siendo ξ1,2n los espinores de dos componentes y |n〉 repre-
sentando un estado con número de ocupación |n|. En conse-
cuencia, los estados del sistema se reescriben como

|ψn〉 =

(
|n〉ξ1n
|n− 1〉ξ2n

)
. (22)

Los operadores creación â† y destrucción â actúan en
estos espinores como (â†|n〉 =

√
|n|+ 1 |n + 1〉, â|n〉 =

√
|n| |n− 1〉)

â†|ψn〉 =

(√
|n|+ 1 |n+ 1〉ξ1n+1√
|n| |n〉ξ2n+1

)
, para n 6= −1,

(23a)

â|ψn〉 =

( √
|n| |n− 1〉ξ1n−1√
|n− 1| |n− 2〉ξ2n−1

)
, para n 6= 0, (23b)

mientras que para los estados |ψ0〉 y |ψ−1〉, estados con
n = 0,−1 respectivamente, se puede ver que los operadores
actúan según

â|ψ0〉 =
1

2
(1− β) |ψ−1〉, (24a)

â†|ψ−1〉 =
√

2|ψ0〉. (24b)

En la figura 1 se representa esquemáticamente la acción
de los operadores creación y destrucción sobre los estados
de energı́a positiva y negativa. Se observa que al aplicar el
operador destrucción sobre el estado |φ0〉, es decir el estado
de menor energı́a positiva, no lo aniquila, sino que el efecto
es mandarlo al estado |φ−1〉, es decir al estado menos nega-
tivo en energı́a. Asi mismo, el efecto de aplicar el operador
creación sobre el estado |φ−1〉 no lo aniquila, sino que lo
manda al estado |φ0〉. De esta manera, vemos que la apari-
ción de los estados de energı́a negativa genera el problema
usual de la teorı́a de Dirac: ya que no existe un estado de
mı́nima energı́a, es posible obtener de este sistema una can-
tidad infinita de energı́a. Para solucionar este inconventiente
es necesario introducir la imagen de mar de Dirac para el os-
cilador de Dirac, lo cual se realizará en el proceso de cuan-
tización.

E

m

-m

6

-

E0

E1

E2

E3

E−1

E−2

E−3
6̂a†

?
â

6̂a†
?
â

6

â†|ψ−1〉
?

â|ψ0〉

Fig. 1: Espectro de energı́as del oscilador de Dirac unidimensional
y acción de los operadores escalera en algunos estados del sistema.

Una vez que se ha calculado el espectro, procedemos a
obtener las funciones de onda. Reemplazando la expresión
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(3) en (8), obtenemos la siguiente ecuación diferencial para
la función de onda asociada al biespinor |φ〉:[ d2

dζ2
+
(
η+ − ζ2

)]
φ(ζ) = 0, (25)

donde se ha usado la representación de coordenadas de la
función de onda dada por φ(ζ) = 〈ζ|φ〉. La ecuación difer-
encial (25) corresponde a la de un oscilador armónico rela-
tivista, cuya solución tiene la forma [11]:

φn(ζ) = N|n|H|n|(ζ)e−
ζ2

2 ξ1n. (26)

De igual forma la solución a la ecuación diferencial asociada
a la función de onda χn(ζ) = 〈ζ|χn〉 tiene la forma:

χn(ζ) = N|n|−1H|n|−1(ζ)e−
ζ2

2 ξ2n, (27)

lo cual se justifica debido a que la expresión (21) implica
para |χn〉 que el número cuántico de ocupación n está dis-
minuido en una unidad. En las dos anteriores soluciones
Hn(ζ) representa los polinomios de Hermite. Ahora bien, es
posible establecer una relación entre los espinores ξ1n y ξ2n,
mediante el uso de la ec. (11b), de las definiciones(21) y te-
niendo en cuenta las propiedades de los operadores creación
y destrucción. La relación que se obtiene entre ellos es:

ξ2n = −i
√
En −m
En +m

σ3 ξ
1
n (28)

Mediante la normalización de los estados (3), teniendo
en cuenta la anterior expresión, se obtiene [25, 26]:

ξ1n =

(√
En+m
2En

0

)
, (29a)

ξ2n =

(
−i
√

En−m
2En

0

)
. (29b)

Teniendo en cuenta la forma del biespinor ξ2n, se observa que
para el caso n = 0 este biespinor se anula, lo cual implica
|χ0〉 ≡ 0. Ası́, en general, la solución de la ecuación del
oscilador de Dirac unidimensional está dada por [11, 15]:

ψn(z, t) =
√
mω

(
φn(z)ξ1n
χn(z)ξ2n

)
e−iEnt, (30)

donde se ha realizado la normalización de las funciones de
onda, cumpliéndose que n = 0,±1,±2, . . .. Finalmente es-
cribimos la ecuación (2) de forma explı́citamente covariante
[5, 10]

(iγµ∂µ −m+ σµνFµν)ψ = 0, (31)

con σµν = i
2 [γµ, γν ] y el tensor de esfuerzo asociado con la

interacción dado por

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, (32)

donde hemos definido el cuadripotencial asociado con la in-
teracción como

Aµ =
1

4

(
2(u · x)xµ − x2uµ

)
. (33)

El cuadrivector uµ = (mω,~0) corresponde a un vector
dependiente del marco de referencia. En [10] se ha prop-
uesto un sistema fı́sico que puede dar cabida a una interac-
ción del tipo oscilador de Dirac: Se considera una esfera di-
electrica cargada y se muestra que sobre una partı́cula neutra
con momento magnetico anómalo, moviéndose dentro de tal
esfera, se produce una interacción de este tipo. Otro sistema
fı́sico que en el que se puede presentar este tipo de interac-
ción se presenta en [27].

3. Cuantización canónica del oscilador de Dirac

Inicialmente definimos la densidad lagrangiana del sis-
tema dada por

L = ψ̄(iγµ∂µ −m)ψ + ψ̄σµνψ Fµν , (34)

la cual conduce mediante la aplicación de las ecuaciones de
Euler-Lagrange a la ecuación de movimiento para el campo
del oscilador de Dirac ψ dada por (31). Puesto que esta den-
sidad lagrangiana depende explı́citamente de la coordenada
x, no es posible determinar el tensor de energı́a-momentum
del sistema [28]. Sin embargo, se puede encontrar la densi-
dad hamiltoniana, la cual está dada por

H = ψ†(−iα3 · (∂z +mωβz) + βm)ψ. (35)

Para proceder con la cuantización es necesario impon-
er las siguientes relaciones de conmutación del tipo Jordan-
Wigner a los campos fermiónicos [29]{

ψ̂α(z, t), ψ̂†β(z′, t)
}

= δαβδ(z − z′), (36)

con lo cual se obtiene que el operador Hamiltoniano del
campo del oscilador de Dirac ψ es

Ĥ =

∫
dz ψ̂†(−iα3 · (∂z +mωβz) + βm)ψ̂. (37)

La ecuación de Heisenberg para el campo ψ está dada

por ˙̂
ψ(z, t) = −i[ψ̂(z, t), Ĥ] [29], con lo cual se obtiene

que la ecuación de movimiento del operador de campo del
oscilador de Dirac es

i
˙̂
ψ(z, t) = (−iα3 · (∂z +mωβz) + βm) ψ̂(z, t). (38)
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Ahora, como es usual en la Teorı́a de Campos Cuánticos
[29], se expande el operador de campo en la base defini-
da por las funciones de onda del oscilador de Dirac (30),
teniendo en cuenta que los polinomios de Hermite represen-
tan la base para la expansión en series ortogonales y además
que n ∈ Z. De esta forma, la expansión en serie de Fourier
del operador de campo se escribe como

ψ̂(z, t) =

∞∑
n=−∞

b̂nψn(z, t)e−iEnt

=

∞∑
n=0

b̂nun(z)e−iEnt +

∞∑
n=1

b̂−nνn(z)eiEnt

= ψ̂+(z, t) + ψ̂−(z, t), (39)

donde se han separado las contribuciones de energı́as pos-
itivas y negativas ψ̂±(z, t) y se han definido los espinores
un(z) y νn(z) como

un(z) =

(
φn(z)ξ1n
χn(z)ξ2n

)
, νn(z) =

(
φ−n(z)ξ1−n
χ−n(z)ξ1−n

)
. (40)

Haciendo uso de las relaciones de conmutación (36), se
puede verificar que los operadores de creación b̂†n y destruc-
ción b̂n de partı́culas de energı́as positivas y negativas, sat-
isfacen la relación de conmutación [29]:{

b̂n, b̂
†
m

}
= δn,m (41)

Teniendo en cuenta esta expansión, junto con las
propiedades de los polinomios de Hermite, encontramos que
el operador Hamiltoniano se escribe como [29]:

Ĥ =

∞∑
n=−∞

Enb̂
†
nb̂n

=

∞∑
n=0

Enb̂
†
nb̂n −

∞∑
n=1

Enb̂
†
−nb̂−n (42)

Debido a que es posible crear partı́culas con energı́as nega-
tivas, el anterior operador Hamiltoniano presenta el prob-
lema de que su valor propio puede tomar valores nega-
tivos sin ninguna restricción. Para solucionar este problema,
tomamos la imagen del mar de Dirac para el oscilador de
Dirac, con lo cual imponemos que todos los estados de en-
ergı́a negativa estén ocupados por partı́culas de energı́a neg-
ativa, y además a tal configuración la denominamos estado
de vacı́o |0〉 y lo escribimos como [30]:

|0〉 =
∏
n

b̂†−n|0D〉, (43)

donde |0D〉 es el estado de vacı́o de Dirac caracterizado
por no estar ocupado por fermiones con energı́a positiva

ni negativa. Se observa que al aplicar el operador creación
de partı́cula de energı́a negativa b̂†−m|0〉 sobre el estado de
vacı́o |0〉, se cumple que:

b̂†−m|0〉 =
∏
n

b̂†−mb̂
†
−n|0D〉 = 0, (44)

dado que no es posible crear un nuevo fermión con en-
ergı́a negativa puesto que todos los estados están ocupados,
aunque sı́ serı́a posible destruirlo dando lugar a un agujero
en este mar, que corresponderı́a a una antipartı́cula con en-
ergı́a negativa. Usando la relación de de conmutación en
(42), se encuentra que

Ĥ =

∞∑
n=0

Enb̂
†
nb̂n +

∞∑
n=1

En(b̂−nb̂
†
−n − 1), (45)

con lo cual el operador Hamiltoniano, sin tener en cuenta
la energı́a divergente del vacı́o

∑∞
n=1En, se escribe como

[29]:

Ĥ =

∞∑
n=0

Enb̂
†
nb̂n +

∞∑
n=1

Enb̂−nb̂
†
−n. (46)

Ahora se observa que este operador no posee el prob-
lema anterior, ya que es definido positivo. Finalmente, para
evitar confusiones, se realiza una transformación canónica
sobre los operadores de partı́culas con energı́as negativas
[29]:

b̂−n = ĉ†n, (47a)

b̂†−n = ĉn, (47b){
ĉn, ĉ

†
m

}
= δn,m, (47c)

cuyo significado corresponde a hacer que los operadores de
destrucción de partı́culas de mar de Dirac, se puedan enten-
der como operadores de creación de antipartı́culas. Con lo
anterior, la expansión en serie de Fourier del operador de
campo del oscilador de Dirac dada por (39), se puede es-
cribir como

ψ̂(z, t) =

∞∑
n=0

b̂nun(z)e−iEnt +

∞∑
n=1

ĉ†nvn(z)eiEnt. (48)

Con esta expansión es posible determinar otras canti-
dades fı́sicas relevantes [29]. El operador de cuadricorriente,
jµ = ψ̄γµψ, está dado por

jµ(z, t) =q

∞∑
k,n=0

b̂†nb̂k ūn(z)γµun(z) ei(En−Ek)t

+

∞∑
n=1

ĉnĉ
†
k v̄n(z)γµvn(z) e−i(En−Ek)t, (49)
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con lo que el operador de carga, Q̂ = e
∫
dz ψ̂†ψ̂, se escribe

como

Q̂ = e

∞∑
n=0

b̂†nb̂n − ĉ†nĉn, (50)

donde se ha sustraı́do la carga inobservable del vacı́o. De
igual forma el operador de momentum P̂ = −i

∫
dz ψ̂†∇ψ̂

también se puede escribir explicı́tamente [29].

4. Propagador de Feynman

Ahora calculamos el propagador de Feynman para el
campo del oscilador de Dirac [29, 31]:

iSFαβ(z − y) = 〈0|T̂
(
ψ̂α(z) ˆ̄ψβ(y)

)
|0〉. (51)

Teniendo en cuenta la definición del operador de orde-
namiento temporal, obtenemos:

iSFαβ(z − y) = Θ(z0 − y0)

∞∑
n=0

uα,n(z)ūβ,n(z)e−iEn(z0−y0)

−Θ(y0 − z0)

∞∑
n=1

να,n(z)ν̄β,n(z)eiEn(z0−y0).

(52)

El propósito es ahora obtener el propagador de Feynman
en el espacio de momentos. Para esto tenemos en cuenta que
la transformada de Fourier de los polinomios de Hermite
está dada por

F
{
e−

x2

2 Hn(x)
}

= (−i)ne− k
2

2 Hn(k), (53)

junto con el hecho de que la integral de contorno para los
valores propios de la energı́a se puede escribir como [15]

i

∮
C

dp0
2π

e−ip0(z0−y0)

p20 − p2n
= Θ(z0 − y0)

e−iEn(z0−y0)

2En

+ Θ(y0 − z0)
eiEn(z0−y0)

2En
. (54)

Con lo anterior encontramos que

SFαβ(z − y) =

∮
C

dp0 dpz dpy
(2π)3

×

SFαβ(p0, pz, py)e−i(pzz+pyy), (55)

donde

SFαβ(p0, pz, py) =

∞∑
n=0

(−1)n

p20 − p2n
(uα,n(pz)ūβ,n(py)−

vα,n−1(pz)v̄β,n−1(py)). (56)

La forma obtenida para el propagador de Feynman es la mis-
ma que es presentada en [15], aunque con la diferencia que
allı́ se calcula la integral de camino para el oscilador uni-
dimensional usando una representación de las matrices de
Dirac distinta.

5. Conclusiones

En este trabajo hemos realizado la cuantización canónica
del oscilador de Dirac unidimensional, lo cual fue posible
debido a que las soluciones de este sistema no presentan
la paradoja de Klein. Sin el cumplimiento de este hecho,
la cuantización hubiera sido imposible, puesto que se hu-
biera tenido la posibilidad de mezcla entre estados con en-
ergı́as positivas y negativas. Para realizar esta cuantización
hemos procedido como si el campo del oscilador de Dirac
fuera un campo libre. Sin embargo, esto implica diferen-
cias con el caso de la cuantización de un campo libre. En
primer lugar, el oscilador de Dirac se trata de un sistema
que presenta interacciones, por lo que se generan estados
ligados, con números cuánticos determinados. En este caso
los operadores de campos crean y aniquilan fermiones con
valores de energı́a determinados, en contraste con lo que
pasa en el caso del campo libre, donde los estados tienen
momentum bien determinado. Además, para este caso el
operador de momentum depende explı́citamente del tiem-
po, por lo que los fermiones que se crean no poseen mo-
mentum determinado. Durante el procedimiento de cuan-
tización se encontró que es imposible determinar el tensor
de energı́a-momentum, debido a que existe una dependencia
explı́cita con las coordenadas espaciales en la densidad la-
grangiana. Sin embargo este problema se podrı́a solucionar
introduciendo un campo adicional en el sistema que exp-
rese la interacción. Hemos calculado también el propagador
de Feynman para el oscilador de Dirac de una forma con-
sistente con el presentado en la literatura en un tratamiento
funcional.
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