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Resumen

El 4ngulo de rodadura representa la asimetria en la distribucién de las fuerzas disipativas cuando una perticula rueda sobre
una superficie. En simulaciones de medios granulares es tradicional definir un dngulo de rodadura constante, y han sido
pocos los trabajos que han explorado la dependencia del dngulo de rodadura con otras variables dindmicas relevantes como
la velocidad relativa entre las superficies y el médulo de Young. En este trabajo, tanto el suelo como la esfera que rueda
sobre €l se modelan por medio de Dindmica Molecular, y se encuentra que el dngulo de rodadura surge naturalmente como
efecto de las interacciones disipativas y asimétricas entre el suelo y la esfera. Adicionalmente, se explora la dependencia de
este angulo como funcién de la velocidad relativa y de la dureza del suelo. Se obtiene que para velocidades crecientes el
dngulo de rodadura aumenta, pero para velocidades muy grandes éste disminuye.

Palabras Clave: Angulo de rodadura, Cuerpos Viscoeldsticos, Dinamica Molecular, Métodos de Simulacién, Fisica Compu-
tacional.

Abstract

The rolling angle represents the non-symetric distribution of the dissipative forces when a particle rolls over a surface. In
granular media simulations, it is traditional to define the rolling angle as a constant, and few works have explored the rolling
angle dependence in terms of other relevant dynbamical variables such us the relative velocity between surfaces and the
Young modulus. In this work, both the ground as the sphere rolling over it are modeled by the Molecular Dnamics method,
and it is found that the rolling angle naturally appears as an emergent effect of the dissipative and non-symettric interactions
between the ground and the sphere. Aditionally, the dependence of the rolling angle in terms of the relative velocity and
the ground hardness are explored. It is found that for increasing relative velocities the rolling angle increases, but for large
relative velocities this angle decreases.

Keywords: Rolling angle, Viscoelastic bodies, Molecular Dynamics, Simulation Methosd, Computational Physics.
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1. Introduccion

El fenémeno de la rodadura de cuerpos deformables ha esca-
pado de una descripcién tedrica completa durante largo tiem-
po. La complejidad asociada a las deformaciones no unifor-
mes lleva a que solamente se hayan logrado algunos resulta-
dos parciales para casos especiales [1]. Los modelos actuales
de rodadura incluyen un coeficiente de friccién de rodadura o,
equivalentemente, un dngulo de rodadura (6,. ), para represen-
tar la asimetria en la deformacién del cuerpo que resulta en
una oposicion neta a la rodadura [2], [3], [4], en forma similar
a la fuerza de friccién que se opone al rozamiento en des-
lizamiento, figura 1. Es comun tomar el dngulo de rodadura
como una constante, pero en general se espera que esta va-
riable emergente de tipo dindmico dependa de las constantes
mecdnicas de los materiales y de sus estados de movimiento
relativos. En este trabajo se explora la dependencia del dangulo
de rodadura en términos de la velocidad relativa de los cuer-
pos y de la dureza o médulo de Young. El sistema modelo
serd un disco duro rodando sobre un suelo deformable. En este
trabajo se propone usar la Dindmica Molecular para modelar
el suelo como una alternativa a los Elementos Finitos [5], da-
do que la aparacién de otro tipo de elemento discontinuo con
el suelo (el disco) y la situacién dindmica (rodadura y trasla-
cién) representa una complejidad muy alta para la formula-
cién de Elementos Finitos, mientras que es casi natural con
Dindmica Molecular. El algoritmo de integracién usado fue
Lep-Frog [6], [7], [8]. El sistema tiene condiciones de fronte-
ra periddicas en la direccién horizontal.

Figura 1: Definicién de angulo de rodadura 6, para una esfera
dura que rueda, en sentido de las manecillas del reloj, sobre
un piso deformable. A diferencia de un suelo no deformable,
en que la fuerza de reaccién del suelo se aplica directamente
bajo el centro de gravedad, para un suelo deformable la fuerza
se encuentra ligeramente desplazada de esta direccién en un
angulo 6, .

2 Modelo para el suelo viscoelastico

Figura 2: Configuracién de la red de resortes para modelar
el suelo. También se muestran los indices para el caso de
N = N,N, =4 x 3 = 12 particulas.

El suelo se modelé como una red bidimensional de ob-
jetos puntuales, unidos por resortes idénticos con condiciones
de frontera periddicas en la direccidn horizontal, figura 2). Ca-
da resorte se une a sus posibles cuatro vecinos por medio de
una particula. Sea N = N, N, el nimero total de particulas,
donde N, representa el nimero total de particulas en la direc-
cion s. Si la densidad del suelo se denota como p, la masa de
cada una de las particulas de la malla es igual a:

(Ve — DV, — 1)
NN,

AzAy, ()

donde As es la resolucion en el eje s. La constante de dure-
za k de estos resortes refleja la dureza del suelo (Mdédulo de
Young). La variable [ representa la longitud natural de cada
resorte. La fuerza sobre cada una de las particulas de la malla
estd compuesta por diferentes interacciones: La fuerza ejerci-
da por los resortes que conectan con los primeros vecinos, la
fuerza que hace el cuerpo externo y finalmente la fuerza vis-
cosa general que actia sobre los resortes y hace que el sistema
se relaje. A continuacién se presenta la definicién de cada una
de ellas.

2.1 Fuerzas elasticas entre las particulas

Para calcular la fuerza entre las particulas id y jd, se con-
sideran sistemas de referencia relativos. Es decir, se conside-
ra la desviacién de la particula ¢d respecto a su posicién de
equilibrio y la desviacién de jd respecto a su propia posicion
de equilibrio. En este trabajo, la vecindad de una particu-
la estd formada vnicamente por primeros vecinos. La imple-
mentacion de la fuerza eléstica se dividié en dos componen-
tes. Una a primer orden en la que las deformaciones en cada
eje que se toman como independientes unas de otras, y una a
segundo orden en la que se tiene en cuenta la deformacién que
tiene un resorte en una direccion debido a un movimiento del
resorte vecino en la otra direccion. En lo que sigue, se define
s como la posicion de la masa puntual s respecto a su propia
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posicion de equilibrio en la malla, mientras que R respre-
senta su posicidn absoluta respecto al sistema de referencia
del laboratorio.

2.1.1 Primer Orden

La fuerza eléstica de primer orden que ejerce la masa jd
sobre la masa id debida a la elongacién del resorte que las une
se define como:

Fiasia = —Fiasja = —k(Tia — 7ja)- ()
Esta expresion es equivalente a suponer que existe un resorte
en direccién & y otro en direccidn ¢ y que éstos son indepen-

dientes.

2.1.2 Segundo Orden

Figura 3: Las particulas ¢ y j no tienen desplazamientos en
la direccién horizontal. La diferencia entre sus componentes
verticales produce una elongacién del resorte con dos efectos
sobre la particula 7. A primer orden una fuerza Fj en la di-
reccién y, y a segundo orden la fuerza F; en la direccién x
positiva.

Una desviacion de una particula en la direccion vertical
causard una elongacién en la direccién horizontal de un re-
sorte puesto verticalmente y viceverza. Esta elongacién no
estd incluida en la fuerza a primer orden. Un ejemplo de es-
te caso se muestra en la figura 3. Luego de realizar una ex-
pansion de la elongacién sobre cada uno de los ejes teniendo
como pardmetro de la expasion a la cantidad As/ly < 1, se
obtiene que la componente de segundo orden de la fuerza tie-
ne la forma:

—

2
Fiqia =

k N A
> 2 .
5, (Tz'j,yZ + Tz'jﬂ) ; €)
donde 7 = (73 2,75 4) Y, ademds, r;; y = (74552, Tij,y) =
(Piw = TjsTig = Tjy)-

Las particulas que se encuentran en la primera fila (parte
inferior) se consideran suficientemente alejadas de la super-
ficie y se mantienen inmdviles. Las particulas de la parte su-

perior seran las que interactien con el cuerpo externo y ellas
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transmitiran su estado de esfuerzo y movimiento a sus vecinos
por medio de los resortes.

2.2 Fuerza viscosa

Sobre cada una de las particulas del suelo actuard una
fuerza viscosa de la forma:

Fyis = —m~V, 4
donde m es la masa de la particula, V su velocidad y 7y una
constante de amortiguamiento. Esta fuerza permite que la ma-
lla recupere su forma y/o llegue a un equilibrio dindmico y ci-
nemético. El valor de la constante -y controla la velocidad de

relajacion.
3. Fuerza entre un cuerpo externo y el suelo
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Figura 4: Deformacion en el suelo debido a un peso colocado
solamente sobre la particula superior de la mitad.

La interaccion entre el suelo (malla) y un cuerpo externo
hard que el primero se deforme. Por ejemplo, si colocamos
una pesa sobre una sola particula de la capa superior, tendre-
mos la deformacién que se muestra en la figura 4. Para cal-
cular la fuerza de interaccién entre un cuerpo externo y las
particulas de la malla, rodearemos cada una de estas particu-
las con una pequea capa para simular un disco muy pequeio,
lo que permite calcular una distancia de “interpentracién” en-
tre el cuerpo y cada particula del suelo. Este radio es muy
pequeio, del orden del décimo de /. Para no crear efectos
ficticios debidos a este “core”, tenemos la restricciéon de que
lp < d, donde d es un pardmetro caracteristico del tamafio
del cuerpo. Para el caso de una esfera d = radio. Con este
modelo de cémputo del contacto podemos definir dos tipos
de interacciones bdsicas que serdn suficientes para producir la
rodadura: Una repulsién en la direcciéon normal (la direccién
que une los centros), repulsién que no genera torque, y una
fuerza de disipacion viscosa tangencial que es proporcional
a la velocidad relativa entre cada punto de la superficie del
cuerpo y los puntos de la malla. Esta dltima fuerza si genera
torque. A continuacion describiremos cada una de las interac-
ciones mencionadas.
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3.1 Modelo de fuerza normal entre el cuerpo esférico y el
suelo

Sea ée la posicién del centro de masa de la esfera. Si
0 =R.+ R; — |Ee — Fm denota la interpenetracién ficticia
entre la esfera y la paricula ¢, donde R, es el radio de la esfe-
ray R; el radio del “core” que rodea a la particula del suelo,
modelamos la fuerza repulsiva en direccién normal como:

—

F = ko = ko e — Tt

== ®)
|Re - Ri|

Esta fuerza no genera torque dado que esta dirigida en direc-
cién normal, en la direccién que une los centros de las particu-
las,

3.2 Modelo de fuerza tangencial y torque entre el cuerpo
esférico y el suelo

Dado un vector normal 7, es posible calcular la velocidad
relativa tangencial ‘Z del punto de la superficie de la esfera
que estd en contacto con la particula del suelo. Se puede de-
mostrar que:

V, = x (V xn)+ Ri x @, (6)
donde V es la velocidad traslacional del cuerpo, I es el radio
de la esfera y o la velocidad angular del cuerpo. Inicialmente
puede pensarse que en rodadura la velocidad mostrada arriba
es cero, pero eso s6lo ocurre si la superficie de contacto es un
punto, no en casos mas realistas (como el presentado en es-
te trabajo) en donde la superficie de contacto tiene extension
espacial. La fuerza en direccién tangencial que implementa-
remos serd simplemente una fuerza viscosa de la forma:

F, = —y,MV,, 7

donde M es la masa del cuerpo y 7, es una constante que mide
la magnitud de la disipacién. La fuerza (7) genera un torque
de la forma:

7= —Rnx F,.

®)

33 Angulo de rodadura

El angulo de rodadura 6, representa la asimetria en la
fuerza de reaccién del suelo sobre el cuerpo. Por ejemplo, en
el caso de una esfera sobre el suelo se espera que la deforma-
ci6n sea mds suave que en el caso de un cuerpo mdas angulado,
lo que es una directa consecuencia de la simetria de la esfe-
ra. Pero es de esperarse que la deformacién cambie cuando
la particula ruede sobre la superficie, ya que las particulas del
suelo que quedan atrds requieren un tiempo finito para recu-
perarse y por lo tanto no llegardn a su posicién de equilibrio
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tan rdpidamente. Esto genera una curva de deformacién que
no es trivial, y representa la mayor dificultad para realizar un
ataque tedrico, dado que la forma de esta curva no es cono-
cida. Por esta razén, la simulacién puede dar indicios sobre
lo que se deberia esperar. Para calcular el dngulo de rodadura
0, en cada tiempo se suma la fuerza total de reaccién FT del
suelo sobre la esfera. Adicionalmente, se suma tambien el tor-
que total 7 = 7, 2. Con estas magnitudes es posible calcular
el coseno de 6, de la forma:

) A\ PR e = 72) — FronR
cosl, = =
R?|Fr|?

©))

Por lo tanto, si se mantiene la velocidad de traslacidon
constante el suelo ejercerd una fuerza de reaccién sobre el
suelo, que luego de un tiempo de relajacion serd una fuerza
constante, y asi se podrd medir el angulo 6,. para esa veloci-
dad.

4. Resultados

Para calcular la dependencia de 6, con diferentes parame-
tros, se mantuvo constante la velocidad de traslacién. Esto ge-
nera una velocidad angular compatible con la restriccion de
rodadura, y de la misma manera se genera una fuerza neta de
reaccion del suelo sobre el cuerpo. Esta fuerza estd ligeramen-
te trasladada respecto al centro, generando un torque neto, y la
medida del corrimiento se calcula con el dngulo de rodadura,
obtenido por la ecuacién (9). Es de anotar que este corrimien-
to surge de manera natural, no se impone sobre el sistema.

4.1 Dependencia de 0, con la velocidad de traslacion

En este caso se varia la velocidad y se obtiene ,. como
funcién de este pardmetro. Se espera que para pequefas ve-
locidades 6, aumente a medida que la velocidad aumenta,
dado que la superficie de contacto y por tanto la disipacién
aumentan, pero para velocidades muy grandes 0, debe dis-
minuir porque la superficie de contacto disminuye. Esto es
precisamente lo que se observa en la figura 5. Las variacio-
nes observadas en la parte final se deben a que la particula va
demasiado rdpido y entonces la malla es muy pequena y las
condiciones de frontera periddica afectan los resultados.
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Figura 5: Angulo de rodadura 6, en funcién de la velocidad
de traslacién V,, = Rw.

40

Fo(v)

4 6
v [m/s]

Figure 2. Rolling friction force Fr(v). Full line: numeri-
cal solution, dashed line: approximative theory, Egs. (11) and
(12).

Figura 6: Fuerza de rodadura en funcién de la velocidad, re-
producido de [1].

El resultado de la figura 5 se asemeja mucho a los resulta-
dos obtenidos por medio de una aproximacion tedrica que se
realiz6 para una esfera dura que rueda sobre un plano inclina-
do [1], [9], [10], ver Figura 6.

4.2 Dependencia de 60,. con la dureza de los resortes del
suelo

La figura 7 muestra la dependencia de 6, con la dureza de
los resortes del suelo k. Se observa que a medida que & cre-
ce 6, disminuye, lo que se espera debido a que a mayor k se
tienen menor superficie de contacto y menor asimetria de los
esfuerzos sobre el cuerpo.

0 0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000

Dureza de la malla &

Figura 7: Angulo de rodadura 6, en funcién de k.

5. Conclusiones

En este trabajo se ha mostrado que la modelacién por

Dindmica Molecular de un sélido permite estudiar diferentes
respuestas cinemadticas y dindmicas y es una buena alternativa
a métodos tradicionales. Se ilustré la metodologia al simular
la rodadura de un cuerpo esférico rigido sobre un plano defor-
mable con interacciones viscoelasticas, estudiando la relacion
entre el dngulo de rodadura y diferentes variables dindmicas
del modelo. A partir de los resultados, se observa que para
reproducir la rodadura solamente se necesita de una fuerza
tangencial viscosa (y su torque asociado). La ligadura de ro-
dadura surge de manera natural. Adicionalmente, el método
usado permite verificar directamente la hipétesis tedrica de
que la deformacidén superficial asimétrica es la causa preci-
samente de la asimetria en las fuerzas de reaccion del sue-
lo sobre el cuerpo, y por tanto de la aparicién del dngulo de
rodadura 6, . Los resultados obtenidos permiten comprender
los origenes de la fuerza de rozamiento de rodadura desde un
punto de vista micromecanico. El método propuesto en este
trabajo permite simular situaciones dindmicas mds facilmente
que con el método de Elementos Finitos. También es posible
simular de manera natural materiales que estdn sometidos a
cargas ciclicas debido a las condiciones de frontera periddi-
cas. Més atin, cambiando ligeramente el modelo de fuerzas
para los resortes es posible simular también deformaciones
plasticas. La limitante mas importante del método propuesto
esta relacionada con la eficiencia de la simulacién. Es nece-
sario encontrar un equilibrio entre el nimero de particulas a
simular, la reproduccion realista del material y el rendimiento
total de la simulacién. Otro futuro trabajo puede concentrar-
se en el estudio de la eficiencia del método comparada con
elementos finitos para simular procesos cinemdticos como el
mostrado. La metodologia mostrada es facilmente paraleliza-
ble usando librerias como MPI dado que los vecinos de cada
particula son conocidos desde el inicio.
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