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Resumen

Utilizando las identidades de Laguerre, se construps operadores de creacion y aniquilacion dadestcuanticos
radiales asociados con las funciones de onda dmoatdiidrogenoides. Ademas se encuentran las re&xide
conmutacién y anticonmutacion que cumplen estosadpees. Introduciendo una variacion de fase gltbalal deja
invariante el hamiltoniano del sistema se encuegitédgebra de Lie que cumplen dichos operadoeshbServa que esta
algebra es parecida a la del grupo de rotaciori@na®ento angular, pero en lugar de cumplir el Blgelel grupo SU(2)
cumplen con el algebra del grupo de simetria seutbgonal SU(1,1). La energia del sistema aparetmsticamente
en el proceso de construccién de los operadorageesccreacion y aniquilacion.
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Abstract

Employing Lagurre identities, raising and lowerimgerators are constructed of quantum radial stessciated with the
wave functions of hydrogen-like atoms. In additidhe commutation and anticommutation relations Whibhese

operators fulfill are found. Introducing a globdigse variation that leaves invariant the Hamiltoroé the system, the
Lie algebra is found, which these operators folltivis observed that this algebra is similar ta thfthe rotation group of
the angular momentum, but instead of following 81é(2) group algebra they follow the algebra of pleearthogonal

symmetric groups SU(1,1).The energy of the systppears automatically in the construction procedadder, creation
and annihilation operators.
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1. Introduccion ecuacion de Schrodinger y el método de seriesaadot

para los enteros 1, 2, 3,..., n se obtienen los estetlia-
Una de las primeras formas conocidas para solucionales y su respectiva energia.

el atomo de hidrogeno fue realizada por W. Paujj [1

quien utilizé el vector de Kepler-Lenz y combinanctn

la ecuacion de Heisenberg encontré la energiaistensa

y los respectivos estados cuanticos. Hoy es conafia p

solucionar el atomo de hidrogeno, hacerlo utilizaral

En este articulo construimos un método alterno para
encontrar los estados cudanticos radiales y su enesi
guiendo la misma metodologia que se utiliza parestcoir
los operadores de creacion y aniquilacién del adoil
armaénico [2], hemos construido un par de operadesea-
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lera para encontrar estados cuanticos radialebidlge- d*m dm z
no o tipo hidrogenoide; para ello se utilizaroniteentida- d&? (5) ( +1_5)(£)+(aa+l —m)M(f):O (4)
des de Laguerre. Adicionalmente aprovechando la-inv

riancia bajo una fase global introduc_imos un patéane g; hacemos, = _Z_ un entero positivo 1+ = s, la ener-
compacto ) como lo hace R.P. Martinez y Romero [3], aa

en la fase de los estados cuanticos correspondiente  gia se genera automaticamente despejangose tiene la
operador Ay con los operadores’AA” construimos dos  ecuacion asociada de Laguerre,

operadores adicionales; & A,. Se demuestra que este 4°M M

conjunto de operadores cumpler_1 con _eJ algebra de Li E— (E)+(m+1—f)—(£)+(s—m)M (5):0 (5)
pues con ellos se puede construir también el dperde dé dé

f:a5|m|r,| de forma parecllda acomo ?e h('l;\ce con rTﬂE'mO la cual tiene por solucion los polinomios asociadies
0 angular convencional y cuyos autovalores somies mlz)_ 1 m a4 .
mos del momento anguld(| +1). Se demuestra que las LaguerreL7 (€)= L7\, (€)= L3 (estados radiales)
reglas de conmutacion y anticonmutacion que cumplen Y |a solucién para la parte radial es

estos operadores estan en completa concordanciastan

algebra Lie, y realizan la simetria del grupo SWUydife Z o an 6

’ - - 2 + .
rente al grupo de simetrias SU(2) que es satisfpohnda Roi (€)= Nyye 2 €1LT(E) ©
simetria rotacional del momento angular [4]. N., es el coeficiente de normalizacion bien definido.

nl
Ademas de (5) también se cumplen las siguientasioe

2. Construccion de los Operadores de Creacion y neg de recurrencia para los polinomios de Lagysfre

Aniquilacion i) ) e
m n+1(&+m-2n-1) n+n® oo (7
Se plantea la ecuacion de Schrodinger en coordenada L§+1({)+ n-m+1 Ly ({)+ n—m+1L"’1({)_o ()
esféricas d
£ gelEl=(e-m()+m-n-1ur(e) ®

" 2m

y cuando se hace la separacién de variables degXb-
tiene la ecuacion radial como sigue:

Rl0)+2r(0)s[ 2250

IR _
{ TAOPOAZEVEOD W e = e - =0 @©

Con las anteriores relaciones y (6) se obtieneopesado-

res escalera. Combinandolos apropiadamente y dma-de
@) deza algebraica obtenemos las siguientes relaciones

> ar r?

ae 2
e feg-enetr 0= oo 1R (0 4O
L. m es la masa del electrén. d¢ 2 n

_ ne fe&uamlr (@=- 0 oot -0 A
La solucion de (2) es de la forma

) Obsérvese que (10) y (11) son operadores de cregcio

R (r ) e M (r) g o= [ —a;ZZE )2 ’ aniquilacién de estados rad|aI§§(£): con (10) se sube de
R, (5) a R,y (rf) con (11) se desciende @& | (é’) a

Ri-i ({) dejando fijo 1”. Obsérvese que hay una cota

rM"(r)+(2I +2—2m)M '(r)+ g_m_zm M(r):o. inferior: si n=1 la aniquilacién cae a cero; astigmos
a establecer un estado fundamermﬁl({) y los operadores

la cual lleva a que se cumpla con la ecuacién:

Haciendo la transformacion con variable adimensiona SON:
& = 2ar , se obtiene la ecuacion d ¢
f—-=2+n +1} Crea un estado radial (12)

2 A* -
£ M(E)+(2{I+J}—f)d“/'(f)+(z—1—|jm(g):o(3) { df 2

2 ~
o a aa AR, (f) =GR (f) ;
Esta es la ecuacién de Laguerre. Para darle nmjorafi- (n+17 "
dad hacemosn=2/ +1 0 m-| =1 +1 quedando la ecua- Cuu = ?[(n =1)n+1+1)
cién de Laguerre
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>

dé

AR, (f) =C 1Ry (f) ;

__[n r_‘zl)z [(n +1)n-I —1)]}/2 R 6]

A continuacién se da una ejemplificacion:

TomemosR,, (E) y operemos coA’*

A* Ras (4(): Cs Ry (5)
g el f -

Resolviendo

([ &) g2 & &

216 (;) He 2 _%fe 2}_{26 et %Rﬁ(g)
€ g2 & g2 e

916 (32{& 2 _%e 2 _%e e 2}_ Rulé)

{‘ti-'-g_ n+1} Aniquila un estado radial (13) _1(2)2{45_252_252 +i23+252_i23 -85+ 2487

Ahora tomemosR;; (E) y operemos corA para generar

R;u(¢)

A

AR;,(£)=C,R,,(¢)

3

1(22(.d & 25 - (42 [3-1-1
aala) [Faersrfbe-elr = S0
Resolviendo,
N

1

a6

H

el Y- -l el Bl
oo e e s

159

£
2

aila =Rui(é)

N w

2\1@[3 Fe® = R,y ()

En verdad puede observarse que los operadore®funci
nan subiendo y bajando estados cuanticos.

3. Algebra Generada por los Operadores Escalera

Se puede demostrar de manera sencilla que los-opera

dores A", Acumplen con las siguientes condiciones de
conmutacién y anticonmutacién respectivamente:

|A" AL R, (€)=-2nR,, (¢) (14)
A" AL R, (£)=-2n? -1 +2)R, (&) (15)

Estas ecuaciones son invariantes bajo un cambixaglo
de fase, lo que quiere decir que el sistema fidesrrito

no cambia si las funcionesR (E) transforman a
"R, (€) siendo 77 una variable compacta con

n D[O,Zn]. Podemos asociar cap un operador de rota-

cion,

~ .0 A AN d ing — ~an

A,=-i— , talque A" =-i—e" =ne" (16)
an on

y redefiniendo los operadores de creacion y araqgidih

como sigue

A =ie” d_ ¢ ,9 17
A, =ie [fdf 5 |6/7+1 (7)
A_=ie“”{£d%+g+i%+1} (18)

que actlan sobre la base en espacio de Hilbert
Inl)=€"R,, .
Estos vectores cumplen con la condicién de ortdgona

dad(n',I'ln,1y=4,,.9,. .

Usando las definiciones (16)-(18) se demuestralagie
operadoresA satisfacen las relaciones de conmutacion
A,A.]=2A, y[A, A ]=—2A, (19)

Las ecuaciones (19) nos recuerdan las relacioneomle
mutacién del momento angular entre los operado-

resL, y L,; sélo se diferencian por el signo (-) en el
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segundo conmutador de (19). En analogia con el mmme
angular podemos definir dos operadores Més y A,
como sigue:

~

1
A=3

~

A,

= (20)

(A+ + A_)
los cuales junto con&3 satisfacen las reglas de conmuta-
cién siguientes:

ALA,|=-iAg; [A,A ]=1A; [A, A )= A,

Vemos que cumplen las reglas de conmutacion paeeid

las del momento angular, que es consistente calyebra
de Lie de grupos de simetria rotacion O(3) el @slso-

La simetria rotacional como puede observarse es con
sistente con el grupo seudo rotacional SU (1,1).

5. Conclusiones

Hemos construido en un proceso detallado los epera
dores escalera para atomos hidrogenoides. Estoadupe
res suben estados cuanticos radiales de “n” a “y-idjan
estados de “n” a “n-1" dejandb fijo. La construccion se
hizo siguiendo la metodologia que se hace en dadsc
armonico cuantico.

También se ha encontrado un algebra de Lie qua-se s
tisface en el grupo seudo ortogonal SU(1,1). Coorse-
cuencia fundamental emergen la energia y las auto-

morfo de SU (2): nuestros operadores no cumplen corfunciones del operador de Casimir lo mismo quevsils-

simetria SU(2) sino que son consistentes con glagBU
(1,1).

4. Operadores de Casimir, Autofunciones vy
Autovalores
Igualmente como en el momento angular,

L>=L*+L2+L% conmuta con todos los operadores

|:1- I:z, |:3 y es el operador de Casimir en el algebra de

Lie. En nuestro caso podemos buscar un operaddraequ
lente en el grupo SU(1,1) del algebra que nos acupa

De la ecuacion (15) y (16) podemos encontrar inazedi
tamente que

A Al |n1) = =22 n,1) + 2 (1 +2)n,1)

También se demuestra facilmente que el anticonroutad

cumple la identidad_}[A+,A]= A’ +A; con lo que se
2

obtiene

|- A2 - A2+ R2|n,1) =1 (1 +2)n,1)

De donde se puede observar inmediatamente que el

operador A? =-A2 - A2+ A? tiene autovalorl (I +1) y
funcién propia‘n,|> que también es funcion propia de

los A , no es positivo como puede observarse, cumple cor{3]

el papel del operador de Casimir, conmuta (i?ﬂ&zﬁg

[Af,AJ:O; i =123; igual que para el momento angular
A,

A= iA1f+ iAzj+ Ak; dondei, j,k son vectores unita-

rios en las direcciones x,y,z respectivamente.

podemos definir un vector como
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res propios. Se observa que el hamiltoniano, ebramjor
de Casimir y la componentéy, tienen una base comun
de estados cuénticos. Dejandb”“fijo y aplicando los

operadoresA, generamos todos los polinomios de Lague-

rre que conforman los estados radiales. Es un gimgn-
to muy interesante y simple, porque no necesitalves
complicadamente la ecuacién de Laguerre.

31

El nimero cuéntico I’ juega un papel importante co-
mo ndmero cuantico principal en el sentido qudjes/fse

procede a calcular la funciéon de onda manteni¢rddo

Esto es que la simetria rotacional juega un roloitamte,

porque el hamiltoniano radial de sistema siempesenta

el término centrifugd( *1), lo que demuestra que nuestro
r2

método exhibe una propiedad importante: el uscalig-

bra y sus simetrias.
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