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Resumen

Un indicador general de la presencia de caos en un sistema dinámico, es el ḿaximo exponente de Lya-
punov. Esta cantidad, da una medida de la tasa media de divergencia exponencial déorbitas cercanas. En
este trabajo, se presenta de manera detallada y sencilla la implementacíon en el software Mathematica, del
denominado ḿetodo variacional para el cálculo del ḿaximo exponente de Lyapunov. A diferencia de los
trabajos previamente publicados, el código presentado se encuentra actualizado con las nuevas libreŕıas,
funciones y comandos incluidos en las versiones más recientes de Mathematica. Adicionalmente, se in-
troduce una forma alternativa de cálculo, expresando el valor del exponente como un promedio sobre un
conjunto de trayectorias.
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Abstract

A general indicator of the presence of chaos in a dynamical system is the largest Lyapunov exponent. This
quantity provides a measure of the mean exponential rate of divergence of nearby orbits. In this paper, we
show how to implement the so-called variational method for calculating the largest Lyapunov exponent
in Mathematica. Unlike previously published works, the code has been updated to incorporate the new
features and functions included in the latest versions of Mathematica. Additionally, we use an alternative
method to calculate the exponent, given as an average over anensemble of trajectories.

Keywords: chaotic dynamics, Lyapunov exponents, Mathematica.

1. Introducción

Dada la interdisciplinariedad que han adquirido los
sistemas dińamicos y la teoŕıa del caos, sus técnicas y
métodos se han difundido entre comunidades amplias
de bíologos, economistas, sociólogos y en general, no
expertos en programación. Esto ha generado una ola de
trabajos en los que se implementan métodos de ćalcu-

lo de cantidades esenciales para la determinación de la
dinámica (regular o cáotica) de dichos sistemas (vere.g.
[1,2,3]). Una cantidad particular de interés, es el ḿaxi-
mo exponente de Lyapunov, el cual da una medida de
la tasa exponencial media de la divergencia o conver-
gencia déorbitas cercanas. Desafortunadamente la ma-
yoŕıa de ćodigos nuḿericos que se encuentran escritos
para su determinación, requieren un conocimiento más
que b́asico de programación. Más precisamente, estos
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casi que en su totalidad se encuentran escritos en len-
guajes C, C++, Fortran y en el mejor de los casos en
MATLAB (ver e.g.[4,5,6,7]).

En el presente trabajo, se implementa un método mo-
dificado para el ćalculo del ḿaximo exponente de Lya-
punov en el software Mathematica. Este software ha si-
do escogido por su popularidad, su capacidad de proce-
samiento simb́olico, su agradable interface y su ambien-
te intuitivo y elemental de trabajo. Es preciso notar que,
seǵun nuestro conocimiento, el primer yúnico trabajo
en esta ĺınea, fue publicado hace más de una d́ecada por
M. Sandri [8]. En particular, en su trabajo Sandri imple-
menta el ḿetodo de ćalculo expĺıcitamente usando un
método de Runge-Kutta de orden 4 para la integración
del sistema de ecuaciones. En este artı́culo, se preten-
de actualizar dicha rutina haciendo uso de las nuevas
funciones y mejoras introducidas en las versiones más
recientes del software. Además, se pretende mejorar el
método calculando el ḿaximo exponente de Lyapunov
como un promedio sobre un conjunto de trayectorias.

El art́ıculo se encuentra organizado como sigue: en la
seccíon 2 se introduce la definición formal del ḿaximo
exponente de Lyapunov, seguidamente, en la sección 3,
se presentan los sistemas particulares que serán objeto
de estudio para probar la efectividad del método. En la
seccíon 4 se introducen y discuten las entradas necesa-
rias para la completa implementación del ḿetodo en el
software Mathematica. Finalmente en la sección 5 se
comparan los valores obtenidos con los reportados en
la literatura y se discuten las ventajas, limitaciones y
precauciones a tener en cuenta para la implementación
del método en diferentes casos.

2. Exponentes de Lyapunov

Los exponentes de Lyapunov miden la tasa promedio
de divergencia o convergencia exponencial de trayecto-
rias cercanas en el espacio de fase. Dado que condicio-
nes iniciales cercanas corresponden a estados iniciales
prácticamente id́enticos, la divergencia exponencial de
las órbitas implica la ṕerdida de la predictibilidad del
sistema. Cualquier sistema que contenga al menos un
exponente de Lyapunov positivo, se define como caóti-
co, con la magnitud del exponente reflejando la escala
temporal en la cual la dińamica se hace impredecible.

Para tener una definición más formal, empecemos por
considerar el sistema dinámico

ẋ = F (x), (1)

dondeẋ representa la derivada temporal dex y cuya
solucíon, asumimos, está dada porf t(x). Asimismo,
consideremos dos condiciones iniciales cercanas en el
espacio de fasex0 y x0 + δx0, dondeδx0 es una pe-
quẽna perturbacíon del puntox0. Despúes de un tiempo
t, la solucíon para estas condiciones iniciales particula-
res, estaŕa dada porf t(x0) y f t(x0+δx0). Si usamos la
órbita descrita por la solución con condicíon inicial x0

como referencia, la separación entre el par de trayecto-
rias∆f t = f t(x0+δx0)−f t(x0), seŕa una funcíon del
tiempo e indicaŕa, si por ejemplo estas divergen, que el
sistema es inestable. Para el caso particular de unaórbi-
ta cáotica, la funcíon ∆f t variaŕa erŕaticamente con el
tiempo, por lo que se hace necesario introducir la tasa
media exponencial de divergencia del par de trayecto-
rias, esto es
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t→∞
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dondeλ se denomina exponente de Lyapunov y se asu-
meδx0 → 0. Linealizandof t, se satisface

∆f t = f t(x0+δx0)−f t(x0) = Dx0
f t(x0)·δx0 , (3)

luego, la expresión (2) puede escribirse como

λ = ĺım
t→∞

1

t
ln

|Dx0
f t(x0) · δx0|

|δx0|
. (4)

En general, un sistema dinámico en un espacio de fa-
sen−dimensional posee un espectro conn exponentes
de Lyapunov, uno por cada dirección del espacio de fa-
se. Adeḿas, puede demostrarse que siF (x) en (1) es
suave, el ĺımite (4) existe y es igual al ḿaximo expo-
nente de Lyapunov [9]. Es importante notar que cual-
quier separación inicial δx0, contiene, en general, algu-
na componente en la dirección asociada con el ḿaximo
exponente de Lyapunov y debido al crecimiento expo-
nencial de estéultimo, el efecto de los otros exponentes
se veŕa atenuado hasta desvanecerse con el tiempo.

3. Sistemas particulares

Consideramos dos sistemas caóticos particulares, los
sistemas de R̈ossler [10] y Lorenz [11]. El criterio de
seleccíon es, primero por su simplicidad y segundo por-
que hacen parte de los sistemas más estudiados en la
literatura de los sistemas dinámicos. En la Tabla1 se
presentan de manera más detallada los sistemas consi-
derados, junto con sus respectivos exponentes de Lya-
punov ḿaximos esperados [12] .

De la Tabla1, puede notarse que el sistema de Röss-
ler śolo cuenta con un término nolinealzx, mientras que

Cabe aclarar que en la referencia citada los exponentes de Lyapunov se encuentran calculados con el Logaritmo en base 2 y noen basee.
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Figura 1. Solucíon para el sistema (a) Rössler con paŕametrosa = 0.15,b = 0.20,c = 10 y (b) Lorenz con parámetrosσ = 16, R = 45.92,b
= 4. Condiciones inicialesx0 = 0.2, y0 = 0.3, z0 = 0.5.

el sistema de Lorenz contiene dos términos nolineales
xy y xz, haciendo que estos sistemas apenas satisfagan
las condiciones ḿınimas para que un sistema continuo
pueda exhibir un comportamiento caótico: nolinealidad
y al menos 3 grados de libertad. En la Figura1, se pre-
senta el atractor obtenido para la solución de los siste-
mas de Lorenz y R̈ossler con condiciones inicialesx0

= 0.2,y0 = 0.3,z0 = 0.5. Los paŕametros utilizados son
los mismos presentados en la Tabla1.

Tabla 1. Sistemas particulares con sus respectivos
máximos exponentes de Lyapunov esperados.

Sistema Ecuaciones Paŕametros λ esperado

ẋ = −y − z a = 0.15

Rösslerẏ = x+ ay b = 0.20 0.09

ż = b+ z(x− c) c = 10.0

ẋ = σ(y − x) σ = 16.0

Lorenz ẏ = x(R− z)− y R = 45.92 1.50

ż = xy − bz b = 4.0

4. Implementacíon del método

Para el ćalculo de los exponentes usamos el enfoque
del método variacional. En este caso, se debe resolver
simult́aneamente el sistema de ecuaciones (1) junto con
la ecuacíon variacional (vere.g [2])

Φ̇ = DxF (x) · Φ (5)

donde Φ = Dx0
f t(x0), con condiciones iniciales

Φ(t0) = I y x(t0) = x0.
Empezamos definiendo el sistema dinámico con sus

respectivos parámetros

In[1]:= F[{x_,y_,z_}] := {-y-z, x+a y, b+z(x-c)};

In[2]:= a = 0.15; b = 0.20; c = 10.0;

Ahora, definimos y calculamos el jacobiano
In[3]:= JacobianMatrix[f_List, v_List]:=

Outer[D, f, v];

In[4]:= J = JacobianMatrix[F[{y1[t],y2[t],y3[t]}],

{y1[t], y2[t], y3[t]}];

Introducimos las nuevas variables y escribimos el sis-
tema de ecuaciones (1) y la ecuacíon variacional (5):
In[5]:= Φ = Table[{yk[t], yk+1[t], yk+2[t]},
{k, 4, 12, 3}];

In[6]:= DPhi = Flatten[J.Φ];

In[7]:= EQ3 = Table[D[yk[t], {t, 1}] ==
F[{y1[t], y2[t], y3[t]}][[k]], {k, 1, 3}]

In[8]:= EQ9 = Table[D[yk[t], {t, 1}] == DPhi[[k - 3]],

{k, 4, 12}].

Definimos las condiciones iniciales para las ecuacio-
nes (1) y (5),

Como ejemplo consideramos el sistema de Rössler.
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Figura 2. Gŕafica del tiempo de evolución del sistemaT vs. el tiempo de computotc, para diferenteśordenes del ḿetodo Runge-Kutta. (a)
Para el sistema R̈ossler y (b) para el sistema Lorenz.

In[9]:= YI9 = Table[yk[0] == If[Mod[k, 4] == 0, 1, 0],
{k, 4, 12}];

In[10]:= YI3 = {y1[0]==0.2, y2[0]==0.3, y3[0]==0.5};

A continuacíon, procedemos a identificar cuál es el
método ḿas adecuado para la integración del siste-
ma de ecuaciones particular. Cabe aclarar que en cual-
quier caso es posible simplemente seleccionar la opción
Method ->Automatic, para que Mathematica seleccione
el método que considera ḿas adecuado; sin embargo,
con esta opción el sistema puede tardar mucho tiem-
po y adeḿas, puede presentar problemas aparentes de
convergencia.

Con elánimo de no trabajar con una caja negra y de
usar un ḿetodo estable que a su vez minimice el tiempo
de ćomputo, investigamos en particular, variosórdenes
superiores para el ḿetodo de Runge-Kutta. De la Figu-
ra2 se observa que para el sistema de Rössler el tiempo
de ćomputo se minimiza cuando se utiliza el método de
Runge-Kutta de orden 7, mientras que para el sistema
de Lorenz el tiempo de cómputo es ḿınimo cuando se
utiliza el método de Runge-Kutta de orden 8. Adicio-
nalmente, el sistema de Rössler presenta problemas de
rigidez para los ḿetodos Runge-Kutta de orden 8 y 9.

Teniendo en cuenta lo anterior, procedemos a solu-
cionar el sistema de ecuaciones (1), (5).

In[11]:= T = 2000;

In[12]:= sol = NDSolve[Join[EQ3, EQ9, YI3, YI9],
Table[yk[t], {k, 1, 12}], {t, 0, T},StepMonitor :>
Sow[x], Method -> {"ExplicitRungeKutta",
"DifferenceOrder" -> 7}, MaxSteps -> Infinity,
AccuracyGoal -> 15];

In[13]:= PhiT = Table[{yk[t], yk+1[t], yk+2[t]},

{k, 4, 12, 3}] /. sol /. t ->T;

ConΦ(x0, t) = Dx0
f t(x0) calculado, procedemos a

aplicar la f́ormula (4). Para esto, calculamos el máximo
exponente de Lyapunov como un promedio sobre un
conjunto de trayectorias, es decir, generamos aleatoria-
mente 100.000 vectoresδx0

In[14]:= Table[r[k] = Table[Random[], {3}],

{k, 1, 100000}];

y aplicamos la f́ormula (4) repetidamente para cada
uno de estos vectores

In[15]:= λ = Table[Log[Norm[PhiT.r[k]]/Norm[r[k]]]/T,

{k, 1, 100000}];

Finalmente, calculamos el ḿaximo exponente de
Lyapunov promedio para el conjunto

In[16]:= Mean[λ]

Es importante resaltar que aunque en teorı́a el tiempo
de evolucíon T, presentado en la entrada 11 del códi-
go debe tender a infinito (ver Eq.4), en la pŕactica, la
tendencia hacia un valor estable del máximo exponente
de Lyapunov tiene lugar para tiempos mayores a cierto
umbral, como se observa en la figura3.

5. Conclusiones

Los resultados obtenidos al aplicar el código descrito
son: un exponente de Lyapunov de 0.088 para el siste-
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Figura 3. Gŕafica del tiempo de evolución del sistemaT vs. el ḿaximo exponente de Lyapunovλ, para (a) el sistema R̈ossler integrado con
RK-7 y (b) el sistema Lorenz integrado con RK-8.

ma R̈ossler y de 1.501 para el sistema Lorenz, estos va-
lores coinciden bastante bien con los valores esperados
presentados en la Tabla1.

Es importante notar que la eficacia y la precisión del
método se ha probado incluso con otros sistemas bien
conocidos, que por cuestiones de espacio no se pre-
sentan en este trabajo, obteniendo los siguientes resul-
tados: sistema Ueda usando RK-7,λ =0.104, sistema
Duffing usando RK-9,λ =0.11 y flujo cáotico disipati-
vo cuadŕatico usando RK-8,λ =0.056. Para estos sis-
temas, los valores esperados para el máximo exponente
de Lyapunov son 0.103, 0.1 y 0.055, respectivamente.

La nueva alternativa de cálculo como un promedio so-
bre un conjunto de trayectorias, reduce el carácter fuer-
temente oscilatorio que exhiben usualmente las gráfi-
cas del ḿaximo exponente de Lyapunov, permitiendo
que esta cantidad se estabilice más ŕapidamente, lo cual
implica a su vez tiempos ḿas cortos para el rango de
evolucíon.

Se espera que este trabajo sirva no sólo como apoyo
a la docencia en cursos de Sistemas Dinámicos, sino in-
cluso para investigaciones de alto nivel, en las que los
autores no estén interesados en profundizar en las su-
tilezas del ćalculo nuḿerico de los exponentes de Lya-
punov.
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