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Resumen

Un indicador general de la presencia de caos en un sisteramidio, es el riaximo exponente de Lya-
punov. Esta cantidad, da una medida de la tasa media de elimtsgexponencial derbitas cercanas. En
este trabajo, se presenta de manera detallada y senciit@l@mentadn en el software Mathematica, del
denominado ratodo variacional para ehktculo del naximo exponente de Lyapunov. A diferencia de los
trabajos previamente publicados, éd@go presentado se encuentra actualizado con las nubvesals,
funciones y comandos incluidos en las versionés mecientes de Mathematica. Adicionalmente, se in-
troduce una forma alternativa déalculo, expresando el valor del exponente como un promexticesun
conjunto de trayectorias.

Palabras clave: dinamica catica, exponentes de Lyapunov, Mathematica.
Abstract

A general indicator of the presence of chaos in a dynamicskgy is the largest Lyapunov exponent. This

quantity provides a measure of the mean exponential ratevefggence of nearby orbits. In this paper, we

show how to implement the so-called variational method fdcwlating the largest Lyapunov exponent

in Mathematica. Unlike previously published works, the €dths been updated to incorporate the new
features and functions included in the latest versions ahktaatica. Additionally, we use an alternative

method to calculate the exponent, given as an average oversamble of trajectories.

Keywords: chaotic dynamics, Lyapunov exponents, Mathematica.

1. Introduccion lo de cantidades esenciales para la determimade la
dinamica (regular o daica) de dichos sistemas (weg.

Dada la interdisciplinariedad que han adquirido los [1.2.3]). Una cantidad particular de ins, es el réaxi-
sistemas diamicos y la teda del caos, sugtnicasy MO exponente de Lyapunov, el cual da una medida de
métodos se han difundido entre comunidades amplias!a tasa exponencial media de la divergencia o conver-
de bblogos, economistas, sétdgos y en general, no gencia dedrbitas cercanas. Desafortunadamente la ma-
expertos en programaxi. Esto ha generado una ola de yoria de ©digos nungricos que se encuentran escritos

trabajos en los que se implementagtotos de &lcu- para su determinafm, requieren un conocimientoas
gue kasico de programan. Mas precisamente, estos
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casi que en su totalidad se encuentran escritos en lendonde:i representa la derivada temporal €e/ cuya

guajes C, C++, Fortran y en el mejor de los casos en
MATLAB (ver e.g.[4,5,6,7]).

En el presente trabajo, se implementa wtodo mo-
dificado para el &lculo del naximo exponente de Lya-
punov en el software Mathematica. Este software ha si-

solucbn, asumimos, edtdada porft(z). Asimismo,
consideremos dos condiciones iniciales cercanas en el
espacio de faseq y zg + dxg, dondedz, es una pe-
qgueia perturbadin del puntary. Despis de un tiempo

t, la solucon para estas condiciones iniciales particula-

do escogido por su popularidad, su capacidad de proce-es, esta dada poift(xq) y f!(xo+dxo). Si usamos la

samiento simblico, su agradable interface y su ambien-
te intuitivo y elemental de trabajo. Es preciso notar que,
sedin nuestro conocimiento, el primeriyico trabajo

en estaihea, fue publicado hacean de una&cada por

M. Sandri B]. En particular, en su trabajo Sandri imple-
menta el netodo de alculo explcitamente usando un
método de Runge-Kutta de orden 4 para la inte@maci
del sistema de ecuaciones. En estécalb, se preten-

orbita descrita por la solu@mn con condidn inicial zq
como referencia, la separaoi entre el par de trayecto-
riasAft = fi(xo+dzo)— f(xo), Sed una funcdn del
tiempo e indicaf, si por ejemplo estas divergen, que el
sistema es inestable. Para el caso particular détbia

ta cabtica, la funcon A f* variaé eréaticamente con el
tiempo, por lo que se hace necesario introducir la tasa
media exponencial de divergencia del par de trayecto-

de actualizar dicha rutina haciendo uso de las nuevasrias, esto es

funciones y mejoras introducidas en las versionés m
recientes del software. Adérs, se pretende mejorar el
método calculando el aximo exponente de Lyapunov
como un promedio sobre un conjunto de trayectorias.
El ariculo se encuentra organizado como sigue: en la
seccdn 2 se introduce la definion formal del naximo
exponente de Lyapunov, seguidamente, en la 6a&i
se presentan los sistemas particulares quansajeto
de estudio para probar la efectividad dedtodo. En la

seccobn 4 se introducen y discuten las entradas necesa-

rias para la completa implementawidel nmétodo en el
software Mathematica. Finalmente en la sénd se

1 |Aft
,ln 7

t dxo |’ 2)
donde) se denomina exponente de Lyapunov y se asu-
medzy — 0. Linealizandof?, se satisface

Aft = fao+dz0)— [ (20) = Day f'(w0)-d70 , (3)
luego, la expreséin (2) puede escribirse como

| Dy f*(20) - 0o
R '

A= lim
t—o0

(4)

En general, un sistema @mico en un espacio de fa-
sen—dimensional posee un espectro eoexponentes

A= lim 1ln
t—oo t

comparan los valores obtenidos con los reportados ende Lyapunov, uno por cada direonidel espacio de fa-

la literatura y se discuten las ventajas, limitaciones y
precauciones a tener en cuenta para la implemémtaci
del método en diferentes casos.

2. Exponentes de Lyapunov

Los exponentes de Lyapunov miden la tasa promedio

de divergencia o convergencia exponencial de trayecto-

se. Adenas, puede demostrarse quergic) en (1) es
suave, eliimite (4) existe y es igual al @ximo expo-
nente de Lyapunovd]. Es importante notar que cual-
quier separaoi inicial iz, contiene, en general, algu-
na componente en la direéci asociada con el aximo
exponente de Lyapunov y debido al crecimiento expo-
nencial de estéltimo, el efecto de los otros exponentes
se vea atenuado hasta desvanecerse con el tiempo.

rias cercanas en el espacio de fase. Dado que condicio3: Sistemas particulares
nes iniciales cercanas corresponden a estados iniciales

practicamente i@nticos, la divergencia exponencial de
las orbitas implica la prdida de la predictibilidad del

Consideramos dos sistema$tieos particulares, los
sistemas de &ssler [L0] y Lorenz [L1]. El criterio de

sistema. Cualquier sistema que contenga al menos unseleccdn es, primero por su simplicidad y segundo por-

exponente de Lyapunov positivo, se define comitiea

gue hacen parte de los sistemagsnestudiados en la

co, con la magnitud del exponente reflejando la escalaliteratura de los sistemas @imicos. En la Tabld se

temporal en la cual la damica se hace impredecible.
Para tener una definim mas formal, empecemos por
considerar el sistema dimico

&= F(x), Q)

presentan de maneraasidetallada los sistemas consi-
derados, junto con sus respectivos exponentes de Lya-
punov naximos esperados ?] .

De la Tablal, puede notarse que el sistema dis&
ler sblo cuenta con urermino nolineakz, mientras que

Cabe aclarar que en la referencia citada los exponentesajrihgv se encuentran calculados con el Logaritmo en base 2ey basee.
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Figura 1. Soludn para el sistema (a)d8sler con pa@metrosa = 0.15,b = 0.20,c = 10 y (b) Lorenz con pametrosc = 16, R = 45.92,b

= 4. Condiciones inicialesy = 0.2,yo = 0.3, 29 = 0.5.

el sistema de Lorenz contiene d@srinos nolineales

donde ® = D,, f'(zo), con condiciones iniciales

2y Y xz, haciendo que estos sistemas apenas satisfagar(to) = I y z(to) = xo.

las condiciones imimas para que un sistema continuo

pueda exhibir un comportamientodteco: nolinealidad
y al menos 3 grados de libertad. En la Figlrae pre-
senta el atractor obtenido para la solucte los siste-
mas de Lorenz y Bssler con condiciones iniciales
=0.2,y0 = 0.3,2p = 0.5. Los paametros utilizados son
los mismos presentados en la Tabla

Tabla 1. Sistemas particulares con sus respectivos
maximos exponentes de Lyapunov esperados.

Sistema Ecuaciones Paiametros|\ esperadp
rT=-y—2z a=0.15

Rosslefy = = + ay b=0.20| 0.09
Z=b+z(x—c¢) | c=10.0
t=o0(y—x) 0 =16.0

Lorenzly = z(R — z) —y|R = 45.92 1.50
z=uay—bz b=4.0

4. Implementacion del método

Para el alculo de los exponentes usamos el enfoque

Empezamos definiendo el sistemaatitico con sus
respectivos pametros
nf= F[{x_,y_,z_}] :={-y-z, x+tay, b+z(x-c)};

n2)=a =0.15; b =0.20; c¢c =10.0;

Ahora, definimos y calculamos el jacobiano
In[3:= Jacobi anMatri x[f_List, v_List]:=
Quter[D, f, v];

inf41:= J = Jacobi anMatri x[ F[ {y{[t],y2[t],ys[t]}],
fyaltl, yoftl, yslt]}:

Introducimos las nuevas variables y escribimos el sis-

tema de ecuacioneg)(y la ecuaddn variacional f):

= @ = Tabl e[ {yx[t], Yisa[t], Yeo[t]}
{k, 4, 12, 3}];

inel:= DPhi = Fl atten[J. ®];

in7:= EQB = Tabl e[ D[ yy[t], {t, 1}] ==
FL{y.[tl, yalt], ys[t1}IIKI], {k, 1, 3}]

ingl:= EQY = Tabl e[ D[ yk[t], {t, 1}] ==DPhi[[k - 3]],

del método variacional. En este caso, se debe resolver K- 4 131

simultaneamente el sistema de ecuacioriggifto con
la ecuaddn variacional (vee.g[2])

d=D,F(zx) ® (5)

Como ejemplo consideramos el sistema disster.
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Definimos las condiciones iniciales para las ecuacio-
nes () y (5),
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Figura 2. Gafica del tiempo de evoluon del sistemal’ vs. el tiempo de compute., para diferente®rdenes del ®todo Runge-Kutta. (a)
Para el sistema #&sler y (b) para el sistema Lorenz.

o= Y1 9 = Tabl e[y, [ 0] ==I1f[Md[k, 4] ==0, 1, 0], inf23]:= Phi T = Tabl e[ {yx[t], Yks1[t], Yis2[t]1}
{k, 4, 12}]; {k, 4, 12, 3}] /. sol /. t ->T;
n(10}= Y1 3 = {y3[ 0] ==0. 2, y5[ 0] ==0. 3, y5[ 0] ==0. 5}; Con®(x,t) = Dy, f*(x) calculado, procedemos a

) 3 d dentificar & | aplicar la brmula @). Para esto, calculamos ebximo
A continuacon, procedemos a identificar alues e exponente de Lyapunov como un promedio sobre un

metodo nas adecuado para la integiacidel siste-  oniynto de trayectorias, es decir, generamos aleatoria-
ma de ecuaciones particular. Cabe aclarar que en cualyante 100.000 vectores:

quier caso es posible simplemente seleccionar lsbopci

Met hod - >Aut omat i ¢, para que Mathematlc_a seleccione |\ 1ap e[r[Kk] = Tabl e[ Randoni], {3}],
el método que consideraas adecuado; sin embargo, (k. 1, 100000}];

con esta opéin el sistema puede tardar mucho tiem-

po y adenas, puede presentar problemas aparentes de y aplicamos laérmula @) repetidamente para cada

convergencia. _ _ uno de estos vectores
Con elanimo de no trabajar con una caja negra y de

usar un netodo estable que a su vez minimice el tiempo inf153= A = Tabl e[ Log[ Nor n{ Phi T. r [K] ]/ Norm{ r[K]1]/T,
de @mputo, investigamos en particular, vartmslenes {k, 1, 100000}]:
superiores para el @odo de Runge-Kutta. De la Figu-
ra2 se observa que para el sistema d@s$ter el tiempo Finalmente, calculamos el amimo exponente de
de @mputo se minimiza cuando se utiliza ektodo de Lyapunov promedio para el conjunto
Runge-Kutta de orden 7, mientras que para el sistema
de Lorenz el tiempo detmputo es rimimo cuando se
utiliza el método de Runge-Kutta de orden 8. Adicio-
nalmente, el sistema debBsler presenta problemas de Es importante resaltar que aunque eniteettiempo
rigidez para los retodos Runge-Kutta de orden 8y 9. 4a evoluchn T, presentado en la entrada 11 déatlie

_ Teniendp en cuenta lo a_nterior, procedemos a solu- go debe tender a infinito (ver Ed), en la pactica, la
cionar el sistema de ecuacionés, (5). tendencia hacia un valor estable deélximo exponente
de Lyapunov tiene lugar para tiempos mayores a cierto

In[16]:= Mean[ A]

In[11]:= T = 2000; .

i umbral, como se observa en la figila

In[121= sol = NDSol ve[ Joi n[ EQB, EQ, VYI3, VYI9],

Table[yi[t], {k, 1, 12}], {t, O, T}, StepMnitor :> .

Sow x], Method -> {"ExplicitRungeKutta", 5. Conclusiones

"DifferenceOrder" -> 7}, MaxSteps ->Infinity,

AccuracyGoal -> 15]; Los resultados obtenidos al aplicar ébiigo descrito

son: un exponente de Lyapunov de 0.088 para el siste-
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Figura 3. Gafica del tiempo de evolumn del sistemal’ vs. el maximo exponente de Lyapunoy, para (a) el sistemad®sler integrado con

RK-7 y (b) el sistema Lorenz integrado con RK-8.

ma Rossler y de 1.501 para el sistema Lorenz, estos va- Este trabajo fue apoyado e@nicamente por la Direc-
lores coinciden bastante bien con los valores esperadoscion de Investigaciones de la Universidad de los Llanos,

presentados en la Tabla

Es importante notar que la eficacia y la premisdel

bajo el proyectdvietodos nuraricos para el estudio de
la dinamica de pairiculas en relatividad generaPor

método se ha probado incluso con otros sistemas biendltimo, el autor desea agradecer al refere@némo por

conocidos, que por cuestiones de espacio no se predas acertadas sugerencias y recomendaciones que lleva-
sentan en este trabajo, obteniendo los siguientes resulton a mejorar significativamente la calidad del presente
tados: sistema Ueda usando RKA7=0.104, sistema  trabajo.

Duffing usando RK-9\ =0.11 vy flujo catico disipati-

vo cuadatico usando RK-8)\ =0.056. Para estos sis-

temas, los valores esperados para &kimo exponente

de Lyapunov son 0.103, 0.1 y 0.055, respectivamente. "
La nueva alternativa détculo como un promedio so-

bre un conjunto de trayectorias, reduce ebctar fuer- 2]

temente oscilatorio que exhiben usualmente lasgi-gr

cas del maximo exponente de Lyapunov, permitiendo [3]

gue esta cantidad se estabilicasmapidamente, lo cual "

implica a su vez tiempos &s cortos para el rango de

evolucbn. 5]
Se espera que este trabajo sirva alm £omo apoyo

a la docencia en cursos de Sistemasabiitos, sino in-

cluso para investigaciones de alto nivel, en las que los [

autores no eén interesados en profundizar en las su- 7]

tilezas del @lculo nunérico de los exponentes de Lya-

punov.
(8]
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